MAXA BARFORMAGAN MED
GRANSLASTBERAKNING

Moderna normer for barande stalkonstrukt-
ioner saval som for tryckkarl och rorled-
ningar tillater granslastanalys for berakning
av barformaga dar forutsattningarna

for sadan ar uppfylld. Manga dimension-
eringsregler ar dessutom implicit baserade
pa granslastanalys — exempelvis de kon-
vexa interaktionssambanden for tvarsnitts
barformaga vid samverkande snittkrafter.
Granslastanalys ar ett kraftfullt verktyg for
att hitta konstruktionens maximala barfor-
maga. De metoder som anvands for hand-
berékning ar enkla att anvanda. De &ar ap-
proximativa men man hit tar i allmanhet
snabbt en l6sning som ar tillrackligt ratt.

Metoderna baseras pa tva teorem

— undre granslastteoremet, ibland kallat sta-
tiska teoremet, och 6vre granslastteoremet,
ibland kallat kinematiska teoremet. F6r mer
komplicerade problem tillampas med fordel
numerisk granslastanalys med finit elementme-
tod.

Gréanslastteoremen

Granslastanalysen involverar sma deformat-
ioner — geometriforandringars inverkan

pa barféormagan beaktas ej — och idea-
lelastoplastiskt material dvs ett material som ar
linjarelastiskt upp till en strackgrans Sy och
darefter flyter under denna konstanta spanning.
De teorem som granslastanalysens metoder
bygger pa ar giltiga endast for sddant material.
For konstruktioner av vanligt konstruktionsstal
eller tryckkarlsstal &r detta ingen stor
approximation. De flesta sddana stal har en
flytplatd pa 0.5 — 2 % och det ar ungefar toj-
ningar i den storleksordningen eller lite till

som behdvs for att grénslastens verkningssétt
ska utvecklas. Rostfria stal saknar flytplatd och
deformationshardnar betydligt och man hamnar
darmed nagot pa sakra sidan.

Betrakta en konstruktion gjord av ett idea-
lelastoplastiskt material och belastad med en
uppsattning laster. For en viss niva pa dessa
laster ar konstruktionen helt elastisk.

Okas samtliga laster med en skalfaktor nar
man sa smaningom ett lage déar strackgransen
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uppnas i nagon del. Det linjara sambandet
mellan last och deformation upphor i detta
O6gonblick. Skalas lasterna upp ytterligare dkar
det plasticerade omradet i storlek och man kan
darefter fa begynnande plasticering aven i
andra delar av konstruktionen. Konstruktionens
styvhet avtar alltmer. For ett visst varde pa
skalfaktorn kommer de plastiska deformation-
erna vaxa 6ver alla granser och konstruktionen
kollapsar.

Konstruktionens granslast ar uppnadd.

Under kollapsen ar lasten — granslasten — kon-
stant och all deformation ar plastisk och sam-
lad i distinkta omraden vilka i allménhet for-
binds med elastiska omraden som ej deforme-
ras dvs de ar stela. Savida kollapsen inte ar
trivial e.g. kollaps av ett dragstag eller liknande
kollapsar konstruktionen da som en mekanism
(geometriskt foranderligt system av stela krop-
par och leder).

For att konstruktionens granslast ska kunna
utnyttjas maste konstruktionen vara seg dvs
deformerbar. Detta beror pa att den maste
kunna bibehalla barformaga i forst plasticerade
omraden under det att tilkommande laster
fordelas till andra omraden och detta sker
under succesivt 6kande plastiska tojningar i
forst plasticerade omraden. En konstruktion ar
seg under férutsattning att i) dess material ar
segt, i) den inte har lokala férsvagningar med
begréansad deformerbarhet (exempelvis under-
starka svetsforband) samt iii) dess barformaga
inte begransas av instabilitet. Forsta villkoret ar
alltid uppfylt for konstruktionsstal och tryck-
karlsstal och det andra ocksa savida konstruk-
toren inte varit vardslos. Det tredje villkoret
staller krav pa att tvarsnittet utformas i tvar-
snittsklass 1 sa att lokal buckling inte begran-
sar barférmaga och deformerbarhet samt att
konstruktionen ar tillrackligt stagad mot eventu-
ella andra instabilitetsmoder.

For att hitta ratt 16sning pa ett strukturmeka-
niskt problem behdver man uppfylla i)
jamviktsvillkor, ii) deformationsvillkor — ofta
kallat kompatibilitetsvillkor eller geometrisk
kompatibilitet — samt iii) konstitutiva relationer
dvs sambanden mellan sp&nningar och
tojningar i materialet vilket vid grénslastanalys
inbegriper ett flytvillkor. Ar samtliga tre upp-
fyllda ar l6sningen den riktiga. Ar tva uppfyllda
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men inte den tredje &r ldsningen fel men den
kan vara approximativt riktig for det.

Granslastteoremen lyder som foljer
Undre granslastteoremet: Varje ansatt span-
ningstillstdnd som &r i jamvikt med yttre laster
och spénningarna ingenstans éverskrider flyt-
villkoret leder till en uppskattning av barfor-
magan som antingen ar pa saker sida eller rétt.

Jamviktsvillkoren och flytvillkoret ar uppfylida
men geometrisk kompatibilitet behdver inte
vara uppfylld — ansatta spanningsfordelningar
kan bygga pa tojningsfordelningar som far vara
hur verklighetsframmande som helst. Ar dven
geometrisk kompatibilitet ratt &r I6sningen den
ratta, annars underskattar den barformagan.
Teoremet beskriver egentligen inget annat

an konstruktionens egen formaga att hitta

en spanningsférdelning som maximerar
barférmagan — sa lange lasten ar mojlig att
bara kommer konstruktionen att bara den.

Ovre granslastteoremet: For varje mojlig
kollapsmekanism baserat pa spanningar som
ingenstans overskrider flytvillkoret leder likstal-
landet av yttre och inre arbete under kollapsen
till en uppskattning av barférmagan som an-
tingen ar pa oséaker sida eller ratt.

Eftersom ansatt kollapsmekanism maste vara
geometriskt mdjlig ar geometrisk kompatibilitet
uppfylld och sa aven flytvillkoret. Jamviktsuvill-
koren behdver inte vara uppfyllda och det ar
precis lika farligt som det later.

Om aven jamviktsvillkoren ar uppfyllda ar 16s-
ningen ratt, annars dverskattar den barfor-
magan.

Som framgar handlar det om att antingen
slappa krav pa geometrisk kompatibilitet eller
pa jamvikt. Detta leder till att hyggligt nog-
granna losningar pa aven tamligen komplice-
rade problem kan produceras snabbt och
enkelt.

Bevisen for teoremen &r likartade. Teoremen
foljer av i) virtuella arbetets princip, ii) plastiska
tojningars normalitet mot flytytan, samt iii)
flytytans konvexitet. Bevisen ar forhallandevis
komplicerade och aterges inte har men virtuella
arbetets princips roll i sammanhanget kan
fortjana nagra ord.

Virtuella arbetets princip involverar en
konstruktion och tva uppsattningar laster och
den lyder i férenklad form, utan ytlaster och
volymlaster vilket sparar nagra integraler,

EFu = _r c:rﬁ,.s;.dli*’
F

Den ena uppsattningen yttre laster F; genererar
inre spanningar oijj med tillhdrande tojningar

€ij och forskjutningar U, Den andra uppsatt-
ningen F* i genererar likaledes inre spanningar
0*ij med tillhérande tojningar €*jj och forskjut-
ningar u*;

Att arbetet benamns virtuellt bor inte forvana
nagon. De yttre lasterna F; ar i jamvikt

med spanningarna gijjoch forskjutningarna

u* ar kompatibla med tojningarna €*jj. Jamvikt
a ena sidan och kompatibilitet och andra sidan
alltsa, och redan har inser man att detta nog
har en roll i bevisen. Virtuella arbetets princip
ar giltigt for alla rate-former och den form

som ar aktuell vid bevis av 6vre och undre
granslastteoremen ar

2Fil; - [o,é.dV
4

Pricken ovanfor forskjutningar och tdjningar
anger tidsderivata. Vad som héant innan kon-
struktionen kollapsar ar ointressant — endast
kollapsen som sadan studeras. Denna sker
under kontinuerligt 6kande plastiska tdjningar
under konstant last och darmed ar det skillna-
den i forskjutningar och tojningar mellan tva

i tiden naraliggande tillstand under kollapsen
som ar intressant, inte nivan pa forskjutningar
och tojningar som sadana vilket &r tur ty de ar
inte latta att berdkna. Att betrakta skillnaden
mellan tva i tiden naraliggande tillstand i ett
forlopp ar ekvivalent med att betrakta dess
tidsderivata.
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Tillampning av undre granslastteoremet
For att illustrera det som ovan sagts studeras
ett enkelt exempel — ett rektangulart tvarsnitt
utsatt for normalkraft och b6jande moment.
Tva olika ansatser pa spanningsfordelning
enligt figur 1 studeras. Ansats Il &r uppenbart
vettlds men inkluderas av illustrativa skal.
Bada kan uppfylla jamvikt men ansats Il bygger
pa en omodjlig tojningsfordelning — den ar inte
geometriskt kompatibel. | spanningsblocken
anges vad som &r reserverat fér normalkraft
och moment. Spanningarna uppgar éverallt

till strackgransen - ¥ Tvérsnittet belastas med
en andel a=N/Np av dess barformaga mapaxi-
alkraft vid nollmoment. For att bara denna last
behover man i bada ansatserna ta i ansprak en
andel a av tvarsnittshéjden. Resterande delar
anvands till att bAra moment. Spannings-
blocken som bar momentet far da hoéjden (h-a
h)/2 vilket motsvarar krafterna

F=5_5M=S,@(1-a)
J - L

i i

Inre havarmen mellan dessa krafter ar for
ansats |

:=H'}—M=E 1+a')
2 2

varvid momentet som kan baras uppgar till

-

bh h b,
M-Fz- SJ,?(]—Q]E(1+Q)= s, T(l—a')

Man noterar att 2%/ =M, vilket med

a=N/Np leder till det paraboliska interaktions-
sambandet

Ni2
M
M
M N
h < —£5 ~ 1} h
M
M

N2

b Ansats | Ansats |l

Figur 1. Rektangulart tvarsnitt belastat med
normalkraft och bdjande moment. Tva olika ansatser
pa spanningsfordelning. Spanningar uppgar

overallt till strackgransen.

12 4
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Figur 2. Interaktionskurvor for ansats | & Il.
Ansats | &r ratt |16sning.
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Inre havarmen for ansats Il ar
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M N N
v + 2——|=1
M, N, N,

Interaktionssambanden ar grafiskt askadlig-
gjorda i figur 2. Som framgar ger den felaktiga
ansatsen lagre barférmaga och dessutom en
konkav interaktionskurva vilket &r omajligt
enligt plasticitetsteori — granslastinteraktioner
maste vara konvexa precis som flytvillkor.

Ju felaktigare ansats till spanningsfordelning
desto lagre resulterande barférmaga och ef-
tersom ansats Il &r rena galenskapen ar det
inte forvanande den ger foga barférmaga.
Ansats | ger rétt 16sning.

Ovanstaende exempel var narmast trivialt och
som ytterligare illustration betraktas nedan ett
kvadratiskt tvarsnitt belastat med axialkraft,
bdjande moment samt vridande moment.

For ett sddant fall ar det inte lika sjalvklart hur
spanningarna skall férdelas som det var i fallet
ovan men om man accepterar att ligga lite pa
séker sida som betalning for en snabb I6sning
ar en hygglig ansats att utga fran interaktionen
for de forstnamnda snittkrafterna dvs

2
M N
+ =1

M » NP

Detta samband korrigeras darefter med avse-
ende pa samtidigt forekommande vridskjuv-
spanningar. En fordelning av dessa enligt figur
3 uppfyller krav pa jamvikt (observera att detta
géaller endast om tvarsnittet ar kvadratiskt).
Von Mises flytvillkor lyder

o’ +37° =S§

eller omformulerat

[B]

dar T anger vridande moment. Den
normalspénning som skall bara axialkraft och
moment reduceras alltsd med en faktor

J1-(r/1)

vilket leder till

vilket ar grafiskt askadliggjort i figur 4. Interakt-
ionssambanden &r rejalt konvexa men anda
en smula pa saker sida. Anledningen till detta
ligger i placeringen av normalkraften. Eftersom
den ar placerad som en rektangel sénker

den vridskjuvspanningarna pa delar dar det
gor maximal skada. Effektivare vore att placera
den som en kvadrat i centrum pa tvarsnittet
vilket hade givit en aning hogre barformaga
men det blir mer besvarligt. Det bor papekas
att det finns hur manga jamviktsfordelningar
som helst och alla ar pa séker sida.
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Figur 3. Ansatt fordelning av vridskjuvspanningar.
Pilarna anger resultanter till de éver
trianglarna konstanta vridskjuvspanningarna.

12 4

06 4 e [ V1 p= 0
w1/ p=0.5

04

02

y 1
0 0,2 04 06 038 1 12

Figur 4. Konservativa interaktionskurvor for kvadratiskt
tvarsnitt belastat med axialkraft, bojande
moment och vridande moment.

Tillampning av Ovre granslastteoremet
Som namnts ovan kollapsar konstruktionen
nar den uppnatt sin granslast som en mekan-
ism vilket innebar att stela elastiska delar
sammanbinds av genomplasticerade delar i
vilka plastiska tojningar véxer dver alla granser
under kollapsen. Detta sker vid konstant last
dvs utan ytterligare motstand och plasticerade
delar bendmns darfor ofta flytleder. For plattor
ar en alternativ benamning brottlinjer eller
flytlinjer. Metoder baserade péa Ovre grans-
lastteoremet bygger pa att finna den mekanism
enligt vilken konstruktionen kollapsar som

ger lagst barformaga. Nar man letar efter en
kollapsmekanism far man forestélla sig att
flytleden eller -linjen uppfor sig just som en
led. Att hitta den mekanism som ger lagst
barformaga ar i allméanhet inte svart och darfor
ar det i praktiken inte sarskilt besvarande att
metoden ger I6sningar som narmar sig den
riktiga barférmagan ovanifran.

Metodiken &r att identifiera en trovardig
mekanism och darefter likstalla takten

H'; med vilken de yttre lasterna utréttar arbete

med takten /" av inre plastisk dissipationsen-
ergin i flytlederna eller flytlinjerna. Betrakta som
exempel en fritt upplagd rektanguléar platta

med sidoférhallande 2:1 och belastad med
jamnt utbredd last. Att finna en 16sning enligt
elasticitetsteori med analytiska metoder ar en
grannlaga och tidskréavande uppgift som dessu-
tom &ar ganska meningslés om man ar ute efter
plattans barformaga. Att hitta en granslastlos-
ning gar emellertid fort. De kuvertliknande lin-
jerna i figur 5 beskriver flytlinjer vilka roterar un-
der det konstanta momentet per langdenhet

och som synes kan plattan kollapsa genom att
de tva trianglarna roterar langs kortsidorna och
de tva andra delarna roterar langs langsidorna
samt att rotation sker i flytlederna. Mittdelen

nr

Jig 2

Figur 5. Rektangular platta med sidoforhallande
2:1 belastad med jamnt utbredd last.

sjunker med en hastighet # varvid trianglarna
roterar med hastigheten O=u/x o¢ch de andra
tva delarna med = #/(a/2) \nre arbete ar_

o = o M .
moment ganger rotation och salunda kan " :
tecknas
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W,=2am,-—— 2+
al?2
y {
1 i 2a
ta-m,-—-2=muf §+—
X X

dar ar obekant och bestdms med villkoret att
barférmagan skall minimeras.

Nagon undrar sakert 6ver kombinationen
sneda momentvektorer i figur 6 och rotations-
vektor parallell med langsidan och det forhaller
sig pa det viset att endast den komposant av
momentet som ar parallell med langsidan utfor
arbete nar delen i figur 6 roterar, den andra
komposanten (parallell med kortsidan) utfér
arbete nar triangeln roterar. Slutsatsen av detta
ar att det spelar ingen roll hur flytlinjerna ar
konfigurerade ty de moment som utfor arbete

ar alltid 2", respektive am,

De yttre lasternas arbete ar lika med summan
av deras potentialférlust och for etablering
denna delas plattan in i tre sorts delar enligt
figur 5 och det géller

W, =2W, +2W, +4W,,
vilket landar i
W, =2-(2a—2x) a IE+2 1-X 1 I}+
=L |La—Lx)—gq-— X ==
2 q 2 2 q 3

a 1 l 5 X
+Hx-——g-—=gqii|a ——
2 273 “”[” 3]

- -
Frd 17

Det galler ¥ varur barformagan loses till
8+ 2alx
gq=m | ————
Pla —ax/3

ar man road av gymnasiematematik kan man
sOka hogerledets minimum via derivatans noll-
stélle men den praktiskt lagde anlitar Excel och
finner att hbgerledet minimeras for x=0.65a

vilket ger barformagan

14.1m,

="
ol

For dimensionering ar den omvanda relationen
mahanda mer andamalsenlig och plattan
behover ges en momentkapacitet pa

2
qa
71401
Om den ansatta mekanismen ar den som ger
lagst barformaga uppfyller den dven jamvikts-

villkoren. En jamviktsekvation for delen i figur
6 ger moment av yttre last

iy

o

+M,=2-0.65a- -q-g+

b | &
b | =

+(2a- 2-ﬂ.655:)-£-g-%= 0.1429a"

[

vilket skall balanseras av det inre momentet

M;=2a-m,=2a- L!l =0.142¢a’

och jamvikten ar uppfylld. Losningen ar alltsa
den riktiga.

For jamforelse kan ndmnas att en mekanism
bestaende av flytlinjer pa diagonalerna (vilket
ger ratt 16sning for kvadratisk platta) ger det
nagot for laga momentet

2
qa

s

m

Moment av yttre last for delen i Figur 6 (eller
rattare sagt motsvarande del for fallet diago-
nala flytlinjer) blir for fallet diagonala flytlinjer
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qa

M, ="—=0.083¢a’

l"!

e’

medan det inre momentet blir

M. =2a-m_ =2a A9 . 133ga’
f ! 15

och salunda ar delen inte i jamvikt. Man noterar
att barformagan overskattas med blott 6 % vil-
ket &r nastintill forsumbart. En mekanism be-
stdende av flytlinjer pa diagonalerna avviker re-
jalt fran den riktiga men ger anda inte sarskilt
stort fel och detta ar typiskt for I6sningar med
mekanismmetoder— man hamnar ganska
shabbt ganska ratt.

Exakt samma beréakningsgang kan tillampas
for balkkonstruktioner med den lilla skillnaden
att inre arbetet bestadms av tvarsnittens plas-
tiska momentkapacitet Mp. For en i ena &nden
inspand balk enligt figur 7 belastad med ut-
bredd q last blir energibalansen

1 1 1
gf::.pr{—+2 )

X [ —x
dvs
[/2
M =1
i 4+ 2- l
X [ —x

vilken har sitt maximum (svarande mot mini-
mum barférmaga) for x=0.411 vilket ger

_ql
P11

vilket innebar en betydligt generdsare barfor-
maga

an de gl 2/8 som en elastisk momentfordelning
ger. Man noterar att om man felaktigt

ansatter flytleden i faltmitt landar man i gl 2/12
vilket bara ar drygt 2 % fel.

Tillampning med finit elementmetod

Vid granslastberéakning med finit elementmetod
uppfylls alla tre villkor och begreppen 6vre och
undre har darmed ingen innebdrd. De fel som
foljer av att metoden &r numerisk &r forsum-
bara och I6sningen blir den riktiga. Granslasten
kan inte hittas i ett steg utan l6sningen maste
ske inkrementellt i manga steg och inkluderan-
det av plastiska konstitutiva relationer tynger
ner berdkningen. Forr var detta problematiskt
eftersom I6sningarna da tog alltfor lang tid. Det
ar dock lange sedan datorerna blev tillrackligt
snhabba for att medge acceptabla berdkningsti-
der aven for elastoplastiska analyser av riktiga
konstruktioner.

FE-l6sningen i form av plastiska téjningar pa
den enkla 2:1 — plattan ovan framgar

i figur 8 nedan. Teoretiskt bestdmda flytlinjer ar
inlagda skalenligt och stammer utmarkt med
koncentrationen av plastiska tdjningar enligt
FE-I6sningen.

Lésningen konvergerar till 9=/%1m,/@
med 7 % plastiska tojningar men divergerar

—14.2m la? .
for 9=172,/2 \iiket innebar att det inte gar

att finna jamvikt vid den lasten dvs plattans
Granslast ar uppnadd. Det tillhor kanske inte
vanligheterna att man analyserar sa enkla
konstruktioner med olinjar FEM annat &n i
illustrativt syfte men lyckligtvis later sig aven
komplicerade konstruktioner berédknas.
Berékning av barande stalkonstruktioner

med olinjar FEM enligt Eurocode 3 behandlas

i EN 1993-1-5 Annex C vilken innehaller
detaljerade anvisningar om geometriska initia-
limperfektioner,egenspanningar, val av plastici-
tetsmodell etc. Europeiska tryckkarlsnormen
EN 13445-3 och de amerikanska ASME Il och
VIII for karnkraft respektive konventionell
industri innehaller motsvarande avsnitt.
Genom att utbver materialets plasticitet inklu-
dera andra ordningens effekter och initialimper-
fektioner i en FE-berakning fangas eventuella
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instabilitetsfenomen som kan begrénsa barfor-
magan upp. Felen i en sadan l6sning &r fortfa-
rande sma och férsumbara och man kommer
mycket nara den riktiga barformagan. | formell
mening ar en sadan berakning inte langre en
granslastanalys eftersom den inte langre invol-
verar sma deformationer men det ar blott en
semantisk petitess. Det handlar fortfarande om
att berakna barférmagan med utomordentlig
precision.

Ett exempel pa en sadan berakning med forut-
sattningar enligt EN 1993-1-5 Annex C framgar
i figur 9 och figur 10. Analysen behandlar de-
formationer och barférmaga under lansering av
bro i kurva pa sneda stdd och beaktar saval
materialets plasticitet som andra ordningens ef-
fekter.

Avslutande kommentarer

Granslastanalys med approximativa analytiska
metoder ar enkel och leder snabbt till I6sningar
som ligger nara konstruktionens verkliga bar-
formaga.

For mer komplicerade konstruktioner

tillampas med fordel grénslastanalys med finit
elementmetod, FEM.

Tidigare — nar berakningskraft saknades

for elastoplastisk FE-berékning av konstrukt-
ioner och man darmed var hanvisad till elas-
tiska FE-berékningar med efterféljande span-
ningsutvardering — hette det att FEM ar inte
|6nt att anvanda ty da raknar man bara sénder
konstruktionerna. En del av detta lag sakert

i okloka utvarderingar av de spanningar som

N

P ——

Figur 6. En del av plattan med plastiskt moment
langs flytlinjer.

Figur 7. | ena anden inspand balk med spannvidd
| belastad med utbredd last q (lasten ej inritad)
kollapsar med flytleder nagonstans i falt och vid
stod.

Figur 8. Finit elementanalys medelst skalelement.
Effektiva plastiska tojningar for lasten q=14.1mp/a.
Teoretiska flytlinjer enligt ovan (x=0.65a) markerade.
Lésningen konvergerar inte for hégre last

och FE-lasningen ger alltsd samma resultat som
den analytiska ldsningen.

Figur

AN
JW__6 2013

PLOT 1D, 1

Figur 9. Lansering av bro i kurva pa sneda stéd.
Lanseringsnos uppe till vanster. FE-modell med
fyranoders skalelement.
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FLOT MO. 1

Figur 10. Grénslastanalys med beaktande av
andra ordningens effekter i mest utsatta lage.
Sékerhet 3.6 mot kollaps.

raknades fram ty alldeles sé illa behtver det
inte vara med elastiska berakningar. Oavsett
vilket sa innebér elastoplastisk analys med
FEM det omvénda — namligen mojligheten

att krama precis varenda droppe barformaga
ur konstruktionen oavsett om haverimoden ar
ren plastisk kollaps eller instabilitetsbrott eller
kombinationer darav. Det ar bra for planboken
— och det ar bra for miljon.
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